ZUSAMMENFASSUNG STATISTIK 1

MARKUS KEPPELER

1. GRUNDLAGEN
1.1. Grundlegende Definitionen.
Definition 1. Fin statistisches Experiment ist ein Tripel

f = (x7 Aa (Pﬁ)ﬂé@)7

wobei X der Stichprobenraum ist, A eine o-Algebra iiber X und (Py) eine Familie
von Wahrscheinlichkeiten, die {iber © parametrisiert sind.

Definition 2. FEine messbare Funktion T auf (X,A) heisst Statistik.

Definition 3. D sei die (nichtleere) Menge der mdaglichen Entscheidungen, D ei-
ne o-Algebra iber D. Dann heisst (D, D) Entscheidungsraum, und jede messbare
Abbildung § : X — D heisst Entscheidungsfunktion.

Interpretation der Entscheidungsfunktion: Bei Vorliegen einer Stichprobe x € X
liefert 6(x) die Entscheidung, die man bei Vorliegen von z trifft.

Definition 4. FEine Abbildung L : © x D — [0,00] heisst Verlustfunktion, wenn
L(¥,-) : d— L(¥,d) fiir alle 9 € © messbar ist.

Interpretation: L ordnet einer Entscheidung d € D den Verlust bei Vorliegen des
,richtigen“ Parameters ¥ € © zu. Wenn also 9 der richtige Parameter ist, so ist
L(¥,d) der Verlust bei der Entscheidung fiir d.

Definition 5. Fin statistisches Modell ist ein Tripel
§= (53 (DvD)vL)

aus einem statistischen Experiment, einem Entscheidungsraum und einer Verlust-
funktion.

Definition 6. Wenn F die Menge der zu einem statistischen Modell gehdorigen
Entscheidungsfunktionen sei, so heisst R : © x F — [0, 00| definiert durch

R(9,6) := /3E L(9,5(x))Py(dz) = EgL(¥, 6(X))

Risikofunktion. Die Risikofunktion ist somit der erwartete Verlust von § bei vorlie-
gendem ¥.

2. SCHATZTHEORIE
2.1. Zulassigkeit.

Definition 7. Auf F (die Menge der zu einem Experiment gehirigen Entschei-
dungsfunktionen) lisst sich folgende Ordnungstruktur einfithren:

01 =92 & R(V,01) < R(9,02) VI € O,
d.h. 01 ist nicht schlechter als 02 “. Weiter wird eingefiihrt:
01 < 0y & 61 = 02 und R(V,01) < R(9,02) fiir mind. ein ¥ € O,

d.h. ,01 ist besser als o “.
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Definition 8. Fir K C F heisst eine Entscheidungsfunktion dy gleichméBig beste
Entscheidungsfunktion in IC, falls gilt

0o €K und §g 9 Vo e K

Im allgemeinen Fall existiert nicht immer eine gleichméflig beste Entscheidungs-
funktion.

Definition 9. FEine Entscheidungsfunktion g € F heisst zuléssig, falls kein § € F
existiert mit 6 < dg.

Definition 10. FEin dg € F heisst Minimaxverfahren, falls gilt:

sup R(¥,00) < sup R(V,9) fir alle 6 € F.
) €O

Dies lisst sich (unter der Annahme das alle auftretenden Suprema auch Mazima
sind) alternativ wie folgt beschreiben:

max R(¥, dp) = min max R(?, §),
veO deF Y€O

was die Bezeichnung ,Minimaz“ erkldrt.

Definition 11. Auf © seien eine o-Algebra und ein W-Mafl £ gegeben. & wird als
a-priori- Verteilung bezeichnet. Dann heisst 6o € F ein Bayes-Verfahren zu £, falls
gilt

/ R(¥,00)&(d0) < / R(¢,6)&(dY9)  fiir alle § € F.

e e

Das W-Maj$ £ driickt hierbei eine gewisse Vorbewertung der Parameter aus.
2.2. Exponentialfamilien.

Definition 12. Eine durch v dominierte Familie von W-Maflen (Py)oco heisst
Exponentialfamilie, falls die v-Dichten folgende Gestalt besitzen: Es existiert ein
k € N und Abbildungen

C, Q,...,QL:0 >R

und messbare Abbildungen
h, Ty,...., Tk : X = R,
so dass fiir jedes ¥ € © gilt:

k
fo=C(0) eXp(Z Qi()Ti)h v-f.s.

Satz 1. Sind X, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, deren Verteilungen jeweils
eine FExponentialfamilie bilden, so ist auch die Verteilung von

X = (X1,...,Xn)

eine Exponentialfamilie.

3. FINDEN VON SCHATZERN
3.1. Einleitende Definitionen.

Definition 13. FEin Schitzer g fir v(9) heisst erwartungstreu, falls Eyg = ~(¢¥)
gilt.

Im Folgenden werden die wichtigsten drei Methoden zum Finden von Schétzern
vorgestellt:
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3.2. Momentenmethode.

Definition 14. Seien X1,..., X, unabhdngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
zum schitzen von 9 = (91,...,94). Eine Losung 9 = ¥(x1,...,z,) fir das Glei-
chungssystem

z S By X,
2 2
7 -1 R T Ey X7
n
d d
z S =EyX{

heisst Momentenmethode-Schétzer fir o).

3.3. Maximum-Likelihood-Methode.

Definition 15. Sei £ ein durch v dominiertes Experiment mit Dichten fy = ‘%9,

Fiir gegebenen Beobachtungswert X = x € X wird L(-|z) : © — [0,00) definiert
durch

L(W]x) = fo(z)

die Likelihood-Funktion von X (gegeben x) genannt. Ausserdem heisst I(¥|x) =
log L(¥|z) die Log-Likelihood-Funktion von X (gegeben x).

Definition 16. Euistiert ein 9(x) € ©, in dem L(-|z) ein Mazimum annimmt, so
heisst 9(x) Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ¥ auf der Basis von x.

Die Idee hinter dem MLS ist die Verteilung zu wéhlen, unter der die Wahrschein-
lichkeit der gegebenen Beobachtung maximal ist.

Satz 2. Sei v eine Parameterfunktion und 19(1:) ein MLS fir 9 bei gegebenem

x € X. Dann ist 0(z) = v(I(x)) ein MLS fiir v(9).
3.4. Bayes-Methode.

Satz 3. Wenn g eine Dichte der a-priori- Verteilung € ist, und fy die Verteilung
der Zufallsvariable, so bildet

)

eine Dichte der a-posteriori- Verteilung f*X=*. Hierbei ist
fela) = | folaie(o)

Satz 4. Fir den Bayes-Schiitzer 6(z) gilt:
5(x) = E(A|X = z)

Achtung: In obigen Sétzen zur Bayes-Methode wurden einige Voraussetzungen weg-
gelassen, da sie der Ubersicht schaden.
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4. DATENREDUKTION UND SUFFIZIENZ
4.1. Einleitende Definitionen.

Definition 17. Es sei {Py : 9 € O} eine Menge von W-Mafen auf (X, A). Fine
Statistik T : X — ) heisst suffizient fir (Py), falls

PYT= = Py[X €T =1] Wt
nicht mehr von ¢ abhdngt.

Definition 18. Eine suffiziente Statistik T heisst minimalsuffizient, wenn sie tiber
jeder weiteren suffizienten Statistik T faktorisiert, d.h. wenn

T =hoT fs.
fiir eine geeignete messbare Funktion h gilt.
4.2. Neyman-Kriterium fiir Suffizienz.

Satz 5. Sei (Py)yeco eine durch u dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben. Genau dann ist eine Statistik T : (X, A) — (X', A") suffizient, wenn fir jedes
¥ € © eine messbare Funktion gy und eine messbare Funktion h existieren, so dass
(g9 o T)h eine pu-Dichte von Py bildet.

Bemerkung 1. Fir eine Ezponentialfamilie in T und @ (vollen Ranges) ist T
suffizient.

Satz 6. Fulls T eine suffiziente Statistik ist, so ist jede weitere Statistik S mit
T =kolS fir eine messbare Abbildung k ebenfalls suffizient.

5. VOLLSTANDIGKEIT, VERTEILUNGSFREIHEIT UND DER SATZ VON BASu

5.1. Verteilungsfreiheit.

Definition 19. FEine Statistik T heisst verteilungsfrei, falls Pg(X) nicht mehr von
¥ abhdngt.

Definition 20. Fine Statistik T heisst verteilungsfrei 1. Ordnung, falls EyT(X)
nicht von ¥ abhdngt.

5.2. Vollsténdigkeit.

Definition 21. Fine Statistik T heisst vollstandig, falls gilt
Egf(T(X)=0V0eO©=f=0P Y fs veo

Satz 7. Ist T wvollstindig und suffizient, so ist T minimalsuffizient.

Satz 8. Ist T eine vollstindige Statistik, so ist auch f o T wollstindig fir jede
messbare Funktion f.

Bemerkung 2. Ist (Py)yco eine k-parametrige Ezponentialfamilie und besitzt
Q:={Q1(0),...,Qr(0O)} innere Punkte, so ist T = (T1,...,T}) vollstindig.

5.3. Basu.

Satz 9 (Satz von Basu). Sei T eine vollstindige und suffiziente Statistik. Dann ist
jede verteilungsfreie Statistik unabhdngig von T .



ZUSAMMENFASSUNG STATISTIK 1 5

6. GLEICHMASSIG BESTE ERWARTUNGSTREUE SCHATZER

6.1. Einleitende Definitionen. Im Folgenden sei (D, D) = (R, B), sowie L(9,d) =
(d —v(¥9))?. Die Risikofunktion eines Schitzers g : X — R hat somit die Form

R(0,9) = /(g(fﬂ) = 7(0))*Py(dx) = Eg(g(X) —7(9))?

Wir beschrianken uns im Folgenden auf erwartungstreue Schitzer (fir v(9)), d.h.
Schétzer, fiir die gilt

Eog = [ g(a)Pa(ds) =(0).
Fiir solche Schétzer gilt fiir das Risiko:
R(9,9) = Eg(9(X) — Egg(X))? = Vyg(X)
fiir alle ¥ € ©.

Definition 22. Sei U, die Menge aller erwartungstreuven Schdtzer fir v(¥). Ein
Schitzer g* € U, heisst gleichméssig bester erwartungstreuer Schétzer fir v(v),
wenn fir alle ¥ € © und g € U, gilt:

R(0,g") = Vyg" (X) < Vyg(X) = R(¥, g).
6.2. Finden eines GBES.

Satz 10 (Rao und Blackwell). Es sei g ein erwartungstreuer Schitzer fir v(9) und
T eine suffiziente Statistik. Definiere g* durch

g°(t) = P(g|T = 1) = E(¢(X)|T(X) = 1)

und man erhdlt eine neue Schdtzfunktion g* o T, fir die gilt:

(1) g* o T ist ebenfalls erwartungstreu.
(2) Vyg* o T(X) < Vyg(X) fiir alle ¥ € ©.

Der Satz sagt also, dass zu einem gegebenen erwartungstreuen Schétzer bei Vor-
liegen einer suffizienten Statistik durch Bedingen stets ein mindestens ebensoguter
Schitzer (¢g* o T') konstruiert werden kann.

Satz 11 (Lehmann und Scheffe). Ist in der Situation von Rao/Blackwell die Sta-
tistik T sogar vollstindig, so ist g* oT sogar ein GBES.

Bemerkung 3. FEzistiert ein GBES fiir v(1), so ist dieser bereits (f.s.) eindeutig
bestimmdt.

Bemerkung 4. FEin gleichmdfig bester erwartungstreuer Schitzer muss nicht zuldssig
sein!

7. INFORMATIONS-UNGLEICHUNG

7.1. Regularitidtsbedingungen. Es gelten im Folgenden folgende Regularititen:

e O ist offene Teilmenge von R.

e Es existieren Versionen f(¥,-) = dff, so dass X* dzd{a: € X: fo(x) > 0}

nicht von ¢ abhiéngt (insbesondere sind die Mafle paarweise dquivalent).
e Fiir alle ¥ € © und = € X* existiert % (9, ) und ist stetig in 9.
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7.2. Cramer-Rao-Schranke.

Definition 23. Die Fisher-Information I(v) ist definiert durch

2
1(9) “Ey (;fg log fﬂ(X)> = w% log fo(X)).

Satz 12. Fulls eine Verteilungsfamilie (Py) die Fisher-Information I(9) besitzt, so
besitzt die Familie (Q);—, Py) der n-fachen Produktverteilungen die Fisher-Information
nl(19).

Satz 13 (Cramer-Rao-Schranke). Sei T eine Statistik mit VyT < oo. Dann gilt

(EyT(X))*

VyT'(X) = )

fiir alle ¥ € ©.

Satz 14. Gilt im Satz[13 zusditzlich, dass T erwartungstreu ist, so gilt

1
VoT'(X) > W)

Satz 15. Bildet die Verteilungsfamilie eine einparametrige Exponentialfamilie in
T und @, so nimmt T'(x) in jedem ¥ die Schranke der Informationsungleichung an
und ist damit GBES fir EyT(X).

8. LINEARE MODELLE / KQS
8.1. Lineare Modelle.

Definition 24. FEine lineares Modell liegt vor, wenn der Beobachtungsvektor X =
(X1,...,Xp)! die Regressionsgleichgung

X=A9+e¢
erfillt, mit ¥ = (V1,...,9,)" und e = (€1,...,€,)".
8.2. Kleinste-Quadrate-Schitzer.

Definition 25. Ein Schitzer 9 = (1§1, ..., Up)! heisst Kleinste-Quadrate-Schétzer
fiir ¢, wenn

(z — Ad(z)) (z — Ad(z)) = 19m€ig(a: — AY)!(x — AY)

fir alle x € R™ gilt.

Definition 26. Die Normalengleichung bezeichnet die Gleichheit
AtAY(z) = Alx.

0 ist genau dann KQS, wenn er die Normalengleichung erfillt.

Satz 16. In einem linearen Modell vollen Ranges gilt fir den KQS J:

I(z) = (A*A) Atz
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8.3. Lineare Schitzer.

Definition 27. Ein Schdtzer gy, heisst linearer Schitzer, falls er von der Gestalt
gp(z) = bz

fiir ein b € R™ ist. g* heisst BLUE (best linear unbiased estimator), falls er linear
und erwartungstreu ist, und seine Varianz minimal ist, d.h. wenn

Vyg* = Vogs(X)

min
beR™:Ey gy (X)=7(?)
gilt.

Satz 17 (GauB-Markov). Wenn 9 der KQS fiir ¥ ist, so ist 3*0 der BLUE fir
V(0) = Y.

Satz 18. Wenn in dem linearen Modell die €¢; normalverteilt sind, dann ist ﬂt’&
sogar der Beste unter allen erwartungstreuen Schétzern fir v(9) = %9, also der
GBES (statt nur BLUE).

9. TESTTHEORIE

9.1. Einleitende Definitionen. Getestet werden soll eine Hypothese H gegen
eine Alternative K.

Definition 28. FEine Test ist eine Funktion
p: X —[0,1].

¢ heisst nicht-randomisierter Test, falls p(z) € {0,1} gilt. Ansonsten heisst
randomisierter Test.

p(x) = v € [0,1] gibt die Wahrscheinlichkeit an, sich bei Vorliegen von z fiir die
Alternative K zu entscheiden.

Definition 29. Als Verlustfunktion wird die Neymann-Pearsonsche Funktion gewdhlt:

~y e H
L(ﬁ,’v)={17 9e K

Die Verlustfunktion gibt jeweils die Wahrscheinlichkeit an sich falsch zu entscheiden.
Das zugehorige Risiko ist dann

f(pd]}pﬁ de H

R(9, ) =
@) {1-[@11»,9 veK

Definition 30. Als Giitefunktion eines Tests ¢ bezeichnen wir die Funktion B,
mit
By : U / wdPy

Definition 31. Fin Test zum Niveau « ist ein Test ¢ fir den B,(9) < « fir alle
¥ € H gilt. Die Menge aller Tests zum Niveau o wird mit ®,, bezeichnet, ® ist die
Menge aller Tests.
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9.2. Das Neymann-Pearson-Lemma.

Satz 19 (Neymann-Pearson). Es seien Py und Py Wahrscheinlichkeitsmafle mit
Dichten fo und fi beziiglich eines dominierenden Mafes. Zu testen sei H = {¥g}
gegen K = {01}. Dann gilt:

o Gilt € D, mit [PdPy = «, und ist 1 von der Gestalt

)1 filw) > kfo(x)
W v = {o f1(2) < kfo(w)

fiir ein konstantes k, so gilt
(2) By () = max B, (z).
PpEP

e Fiir jedes a € (0,1) gibt es einen Test wie in (1))

o Gibt es einen Test v € @, der (@ erfillt, so hat ¢ die Gestalt , Gilt
zudem [dPy < 1, so folgt schon [ 1dPy = «. Dies bedeutet, dass der beste
Test zum Niveau o das Niveau auch voll ausschopft.

Satz 20. In der Situation von Satz gilt fir einen besten Test : Ey, ¢ > a.

9.3. Einseitige Test bei monotonem Dichtequotienten. Bisher haben wir
Hypothesen der Form H = {¥y} gegen Alternativen der Form K = {0;} getestet.
Jetzt mochten wir Hypothesen der Form H = {9 : § <y} gegen Alternativen der
Gestalt K = {0 : ¥ > ¥y} testen (oder andersherum). Da der oben konstruierte
beste Test ¢* unabhéingig von dem 1 > 9 ist, ist er auch schon gleichmifig bester
Test fir H = {¥o} gegen K = {0 : ¥ > ¥g}. Um dies auf H = {9 : J < ¥y} zu

verallgemeinern, werden wir Forderungen an den Dichtequotienten stellen miissen.

Definition 32. Ein einseitiges Testproblem fiir den eindimensionalen Parameter
¥ ist ein Testproblem der Form
H={9:9 <9} gegen K = {4 : 9 > 9y},

wobei H und K jeweils nicht leer sein sollen.

Definition 33. Sei P = {Py : 9 € 9} eine durch ein Mafi p dominierte Familie
von Wahrscheinlichkeitsmaflen und T : X — R sei eine Statistik.
Wir sagen P hat (streng) isotondﬂ Dichtequotienten in T', falls es fiir jedes Paar
Jo < V1 eine (streng) isotone Funktion Hy, 9, gibt, so dass
fi _ dPy, /d]P)ng
fo dup " dp

gilt. %(x) heisst Dichtequotient oder auch Likelihoodquotient.

(z) = Hyyo, o T(x) pfs.

Satz 21. Sei P eine Verteilungsfamilie mit streng isotonen Dichtequotienten in
einer Statistik T, und sei « € (0,1) ein Niveau. Weiterhin seien 99 < 91 € ¥ und
H={9:9<9Y} und K ={9:9 > 9} und

wobet wir k und v so wdhlen, dass
Pyo (T(x) > k) + 4Py, (T(2) = k) =
ist. Dann gilt:

Lisoton = monoton wachsend
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(1) * minimiert gleichmdiflig die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter
Art unter allen Test ¢ von H gegen K mit Eg ¢ = «.

(2) ©* ist gleichmdfig bester Test zum Niveau o von H gegen K.

(3) ¥ Eyp* ist streng isoton auf {0 : 0 < Eyp* < 1}.

Satz 22. In jedem einseitigem Testproblem mit monotonen Dichtequotienten in T
haben die gleichmdfig besten Tests zu einem Niveau o die Form

O (1) = L(gee 00) (T'(2)) + 71y (T'(x))
bzw.
0" () = (oo p)(T(2)) + ¥y (T(2))

Satz 23. In der Situation von Satz[21] sei h : R — R eine weitere streng isotone
Funktion und T = hoT. Es sei

!

(x) >
(z) =
(z) <

P(z) =

(el N
v =
T[N T[N

Dabei seien k und 7 so gedhlt, dass Ey,¢ = a gilt. Dann gilt * = ¢ (fast sicher).
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