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BORELS 0-1-GESETZ, LEMMA VON BOREL-CANTELLI

MARKUS KEPPELER

Diese Zusammenstellung beruht auf dem Skript “Wahrscheinlichkeitstheorie 1”7 von
Professor Matthias Lowe.

Fiir den Rest dieses Dokumentes sei (£, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. € ist
hierbei eine Menge, F eine o-Algebra iiber Q und P ein Maf} {iber F mit Masse 1,
d.h. P(Q2) = 1.

TERMINALE o-ALGEBRA

Sei (A,,)n eine Folge von Teil-o-Algebren von F und 7, := o(U,-_, Ay) die durch
An, Api1, -+ erzeugte o-Algebra.
Dann heif}t

[eS)
Too = ﬂ Tn
n=1

die o-Algebra der terminalen Ereignisse (oder terminale o-Algebra).

KoLMOGOROVS 0-1-GESETZ

Sei (A, )N eine unabhéngige Folge von Teil-o-Algebren von F. Dann gilt VA € 7:

P(A) = 0VP(A) =1

Beweis. Sei D das System aller von A unabhéingigen Mengen aus F. Es wird nun
gezeigt das A selbst in D liegt:

D ist ein Dynkin-System (leicht nachzurechnen).

Vn € N ist 7,41 unabhiingig von A, := o(A; U--- U A,).

Da fiir alle n € N A in 7,4, liegt, folgt Yn € N: A, C D.

Also gilt auch: A:= )77, A, C D.

A ist durchschnittsstabil (nachzurechnen unter Ausnutzung, das (A, )y wachsend
ist), also gilt o(A) = D(A)

Aus A C D folgt dann D(A) C D.

Insgesamt gilt also:

Too CTn Co(A)=D(A) CD
Also liegt auch A in D, damit ist A von sich selber unabhéngig und es gilt:

P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?
Daraus folgt nun P(A) € {0,1} O

BORELS 0-1-GESETZ

(A,)N sei unabhingige Folge von Ereignissen in F. Dann gilt:
P(limsup 4,) € {0,1}

(limsup A, = N2, U, 4n)
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Beweis. Sei A, := 0(A,). Dann ist (A, )y Folge unabhingiger o-Algebren.
Sei 7, die o-Algebra der terminalen Ereignisse iiber diesen A,,.
Sei Qn :=U;._,, A Dann gilt Vn € N: Q,, € 7,,. Da sowohl (Q,,)n als auch (7,,)n

fallende Folgen sind, gilt Vj € N:

limsupA,, = ﬂ U A, = m Q. ) ﬂ Qx (é) Tj
k=1m=k k=1 k=j
(1) gilt, da (@, ) fallende Folge ist, (2) gilt, da auch (7, )y fallend ist.
= limsup A, € 7o
Also gilt nach dem 0-1-Gesetz von Kolmogorov: P(limsup 4,,) € {0,1} O

BOREL-CANTELLI-LEMMA

(A,)n sei Folge von Ereignissen (iiber (Q2, F,P)). Dann gilt:

Z P(A,) < co = P(limsup 4,,) =0
n=1

Sind die (4,,) paarweise unabhéngig, so gilt auch:
Z P(A,) = co = P(limsup 4,,) =1
n=1

Beweis. Es wird nur der erste Teil bewiesen (Beweis des zweiten Teiles sehr ldng-
lich).

Sei A:=limsup A, =o_, U _, Amn

=VneN:AcC Uy, A

=VneN:P(A) <Py, 4:) < D2, P(4;)

Da Y 2, P(4;) < oo, konvergiert Y ;o P(A;) gegen 0 fiir n — ooc.

=PA) =00
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